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strukturell modell kan utgora stod nar elever utforskar matematiska strukturer i
ekvationer. Artikeln bygger pa en empirisk forskningsstudie dar elever utforskade LUMAT General Issue

matematiska strukturer med stéd av modellen, vilken ar avsedd att visualisera Vol 10 No 1 (2022), 182-209
strukturer. Larare och forskare arbetade i en kollaborativ och intervenerande studie

ARTIKEL

Mottagen 12 maj 2021

i iterativa processer. Sammantaget 149 elever fran grundskolans arskurser 3, 8 och Accepterad 3 maj 2022
9 deltog i filmade forskningslektioner utifran forskningsansatsen learning study. Publicerad 16 maj 2022
Lektionerna designades med inspiration fran ramverket larandeverksamhet och T

eleverna utmanades i ett teoretiskt arbete. Analysen utférdes utifran tematisk Referenser: 45
ansats och tva kvalitativt skilda kdrnteman identifierades: Formuldr respektive

Ldrandemodell. | analysen framtriddde att undervisningen behéver vara tillrackligt Kontakt:

charlotta.andersson@

utmanande fér att eleverna ska finna modellen meningsfull. Undervisningen .
pedagogdirekt.se

behover mojliggora for eleverna att urskilja relationer mellan alla tal i en ekvation,

dar relationerna kan beskrivas som en del-helhetsstruktur. https://doi.org/10.31129/
LUMAT.10.1.1581

Nyckelord: larandemodell, del-helhetsstruktur, larandeverksamhet, tematisk analys,
ekvationer

1 Introduktion

Att utforma en undervisning som mojliggor for elever att utforska ekvationer ar, och
tycks ha varit, en utmaning (Kieran, 1981; Roj-Lindberg & Partanen, 2019).t Trots
tidigare forskning angaende undervisning i algebra dar ekvationer ingar kvarstar
utmaningar i praktiken, vilket exempelvis kan avlasas i resultat fran internationella
matningar som TIMSS (Skolverket, 2020). Nar dessutom subtraktion ingar i
ekvationer kan det uppfattas som an mer utmanande, vilket bekraftas av forskning
genomford i olika lander som exempelvis USA (Ball, 1993) och Sverige (t.ex. Kilhamn,
2011; Kullberg, 2010). Nar nagot eller flera av talen i ekvationer antar ett negativt
varde tillkommer aspekter som kan utgora ytterligare utmaningar. I artikeln lyfts
ekvationer med addition och subtraktion fram, det vill saga, ekvationer med en additiv
struktur (se Vergnaud, 1982). Artikeln omfattar aritmetiska ekvationer med en
operation mellan tva tal i det ena ledet och summan eller differensen i det andra ledet
av typen Ax + B = C (se Filloy & Rojano, 1989).

I denna artikel definieras ’ekvation” som en likhet dér en eller flera obekanta tal forekommer (jfr Kiselman &

Mouwitz, 2008).
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Att empiriskt utforska negativa tal, som areor eller volymer, ar inte
helt okomplicerat (Schubring, 2005). En ytterligare utmaning med ekvationer
med negativa tal ar att summan kan anta ett lagre varde an addenderna eller att
differensen kan anta ett hogre viarde an minuenden (Bishop m.fl., 2014), vilket ocksa
beskrivs som en kritisk aspekt av Tuominen med flera (2021).

Enligt Mason med flera (2005/2012) kan procedurer som inte fokuserar
forstaelse for, och insikt i, den bakomliggande matematiska idén utgora ett hinder
nar elever senare moter ekvationer som inte ligger i linje med pa vilket sitt en
metod ska anviandas. Ett exempel ar ekvationen x — (-4) = 14, dar elever ’flyttar
over ’ratt’ tal, men inte forstar teckenbytet korrekt. Ytterligare exempel pa en
procedur som kan anvandas utan forstaelse ar nar regeln minus och minus dr plus
anvands i samband med negativa tal. Regeln giller inte nar tva minustecken
forekommer i ekvationer av typen -4 — x = 14, vilket, om regeln trots det
tillampas, kan leda till en felaktig omformulering som x + 4 = 14 (Kilhamn, 2011).

Att forstd likhetstecknets innebord och anvandning ar en viktig grund
infor fortsatt arbete med algebra (Matthews & Fuchs, 2020; McAuliffe m.fl., 2020).
Elever som inte forstar likhetstecknet uppfattar det exempelvis som en ’fran
vanster till hoger-signal’ for att fa ett svar som ’blir’. Eleverna har da annu
inte urskilt likhetstecknet som en symbol for ekvivalens mellan det vanstra och
hogra ledet pa var sida om tecknet (Kieran, 1990; Kilpatrick m.fl., 2001). Ekvationer
som ___ = 8 + 4 kan i sddana fall utgora en utmaning och likasa ekvationer som 8 + 4
= ___ + 5dar vanliga felaktiga l10sningar ar 12 eller 17.

Utover namnda problem kan det vara svart for elever att urskilja en
del-helhetsstruktur, sarskilt nar negativa tal ar inkluderade. Davydov
(1986/2008) argumenterar for att elever behover anvianda modeller, sa kallade
larandemodeller, for att utforska strukturella aspekter. En larandemodel kan gora
det mojligt for elever att arbeta teoretiskt, det vill saga utforska och resonera kring
relationer mellan tal i ekvationer. Eriksson och Eriksson (2020) lyfter fram att en
larandemodell kan vara ett stod under det teoretiska arbetet och mojliggor
utveckling av ett teoretiskt tinkande, exempelvis for att analysera och synliggora
relationer mellan kvantiteter och detta kan aven forstas som algebraiskt tankande.

Utifran tidigare forskning, naimnd ovan, finns ett behov av empirisk forskning
som tar sig an fragan pa vilka sitt elever kan tilligna sig en forstaelse for de
strukturella aspekterna i ekvationer. I denna artikel redogors for en
undervisningsutvecklande studie organiserad kring ett antal forskningslektioner.
Under forskningslektionerna
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fick eleverna i uppgift att utforska strukturen i ekvationer. En specifik strukturell
modell introducerades som ett tankeredskap och intentionen var att den abstrakta
del-helhetsstrukturen skulle visualiseras. Modellen inspirerades av Davydovs
curriculum (Davydov, 1986/2008).

1.1 Syfte och fragestallningar

Syftet med artikeln ar att lyfta fram om, och i sadant fall pa vilka satt, en specifik
strukturell modell kan utgora stod nar elever utforskar matematiska strukturer i
ekvationer. Fragestillningen for denna artikel ar: Pa vilka siatt anviander elever en
specifik strukturell modell for att utforska ekvationer?

2 Tidigare forskning om algebraiskt tankande

I grundskolans tidiga ar ar det vanligt att matematikundervisningen utgar fran vad
van Oers (2001) beskriver som en aritmetisk undervisningstradition dar numeriska
varden fokuseras och beraknas for att finna ’ratt svar’ pa en uppgift, exempelvis att
losa ut det obekanta talet i en ekvation. En sddan undervisning riskerar att elever inte
ges mojlighet att utveckla det som ovan beskrivs som algebraiskt tinkande.

Blanton och Kaput (2001) papekar att aritmetiken kan “algebraiseras”, vilket
innebar att matematiska strukturer, som relationer mellan alla tal i ekvationer,
fokuseras (Cai & Knuth, 2011; Kieran, 2018; Radford, 2018). Hemmi med flera (2021)
lyfter ocksa fram vikten av att eleverna far resonera kring strukturer framfor att
berakna uppgifter. Detta kan leda till att elever urskiljer relationer mellan tal, aven
inom aritmetik.

2.1 Struktur och relationer

I en ekvation finns flera relationer och strukturer, exempelvis en del-helhetsstruktur.
Med utgangspunkt i en del-helhetsstruktur kan relationer mellan tal uttryckas som
att tva delar bildar en helhet, alternativt att en helhet bildas av eller delas upp i tva
delar (Carpenter & Moser, 1982; Polotskaia, 2017). Exempelvis beskriver
ekvationerna x — (-4) = 14 respektive -4 + 14 = x samma struktur dar talet x utgor en
helhet och talen (-4) och 14 ar delar. Polotskaia (2014, s. 17) uttrycker detta som it is
important to think about three quantities connected by an additive relationship — one
structure made up of three elements.” Elementen kan utgoras av saval kvantiteter (se
Tuominen m.fl., 2018) som tal. Nar elever urskiljer relationer mellan alla tal i en
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ekvation kan de genom resonemang omformulera den ursprungliga ekvationen till en
ekvivalent ekvation som inbjuder till en mer ’latthanterlig’ operation (Polotskaia,
2014; 2017). Polotskaia (2014) framhaller styrkan med att fokusera det relationella
for att utforska operationer:

In the Relational Paradigm, the “operation inversion” looks different. The
additive relationship is a system of three elements where each element can be
found using the two others. The total is the sum of two parts, and a part is the
difference between the total and the other part. We therefore do not speak about
the inversion of an operation, but about deriving an operation from the additive
relationship. (s. 16)

I en analys av relationer mellan talen i ekvationen x — (-4) = 14 kan ekvationen
omformuleras som en addition, -4 + 14 = x, for att erhéalla det obekanta talet x. Blanton
med flera (2015) lyfter fram vikten av att elever urskiljer raknesattens inversa
forhallande for att resonera om strukturen i ekvationer. Ytterligare betonar Blanton
med flera vikten av att utveckla forstaelse for den relationella inneborden av
likhetstecknet. Eftersom en och samma struktur kan formuleras pa flera olika satt ar
det oviktigt for elevers utforskande om det ar helheten eller en av delarna som utgor
det obekanta talet.

Wettergren med flera (2021) fann kritiska aspekter som elever behover urskilja for
att utveckla ett mer kvalificerat kunnande avseende vad som kan vara det generella i
algebraiska uttryck, bland annat att vardet pa en variabel i ett uttryck bestams
relationellt. Hemmi med flera (2021) benamner undervisning med fokus pa
strukturer och relationer som generaliserad aritmetik.

2.2 Modeller

Modeller forekommer i matematikundervisningen och an idag refereras till Bruners
tre olika representationer fran 1960-talet: det fysiskt manipulativa (det enaktiva), en
bild som liknar det som ska representeras (det ikoniska) samt tecken eller symboler
for att representera det aktuella (det symboliska) (Mason m.fl., 2005/2012). Llinares
och Roig (2005) beskriver att nar matematiska modeller anviands kan elever bearbeta
den aktuella matematiken och forklara den baserat pa situationer som exempelvis
relationer, monster eller operationer. Llinares och Roig skriver vidare fram att
modeller kan fylla en funktion nar elever behover identifiera variabler samt relationer
mellan dem for att overblicka och kommunicera om den matematiska situationen.
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Nar elever med stod av en modell urskiljer matematiska egenskaper som inte ar
direkt synliga, exempelvis ekvationers del-helhetsstruktur, kan som namnts ovan en
modell fa funktionen som en lirandemodell (Davydov, 1986/2008; Gorbov &
Chudinova, 2000). En larandemodell kan dven ha funktionen som kommunikativt
redskap for att kollektivt utforska ett objekt (Davydov, 1986/2008; Gorbov &
Chudinova, 2000).

Att empiriskt utforska relationer mellan tal i en del-helhetsstruktur med konkret
materiel kan innebara utmaningar eftersom helheten inte langre ar synlig nar en del
tas bort fran helheten. Det forekommer modeller som illustrerar helhet och delar
simultant, dar helheten och delarna ar representerade med kvantiteter, exempelvis
strackor eller areor i olika varianter (Figur 1) (Mellone & Ramploud, 2015).

Figur 1. Exempel pa modeller som illustrerar delar och helhet.

Modellerna i Figur 1 visualiserar delar och helhet simultant, men kan vara svara
att anvanda nar negativa tal ar inkluderade eftersom en negativ stracka eller area kan
vara komplicerade att gestalta (Schubring, 2005). Andra modeller visar del-
helhetsstruktur utan kvantiteter, dar talen eller symboler for talen, tecknas i
modellernas positioner. Sidana modeller kan aven anvindas niar negativa tal ar
inkluderade och darmed utgora ett stod for att visualisera att en helhet kan anta ett
lagre varde an dess delar. Nedan visas tva av dessa modeller:

: /\

Figur 2. Exempel pa modeller utan kvantiteter, till vanster utifran Vergnaud (1982) och till hoger
utifran Davydov (1986/2008).

Vergnauds modell (1982) (Figur 2, vanster) tecknar tva delar som tillsammans blir
en helhet. Davydovs modell (1986/2008) (Figur 2, hoger) visualiserar att de tva
delarna bildar en helhet respektive att en helhet ar uppdelad i tva delar. Helhetens
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uppdelning i delar framgéar inte lika tydligt av Vergnauds modell, vilken kan tolkas
dynamisk dar nadgonting blir och delarna tillsammans blir helheten. Davydovs modell
kan tolkas statisk dar nagonting dr lika och delarna tillsammans ar varda lika mycket
som helheten. Davydovs modell har provats och lyfts fram av andra forskare avseende
del-helhetsstrukturen (t.ex. Mellone & Ramploud, 2015; Schmittau, 2011), dock
endast med naturliga tal.

3 Teoretiska 6vervaganden

Ett alternativ till att empiriskt utforska ekvationer med negativa tal ar genom ett
teoretiskt arbete (Davydov, 1990, 1986/2008), vilket provades under
forskningslektionerna som ligger till grund for foreliggande artikel. Eriksson (2017)
beskriver ett teoretiskt arbete med stod av modeller som att “modeller anvands som
medierande redskap for att eleverna genom att arbeta med dem ska fa tillgang till ett
teoretiskt kunskapsinnehall” (s. 69). Det teoretiska kunskapsinnehallet i artikeln kan
faststillas till relationer mellan alla tal i en ekvation. I avsikt att visualisera den
abstrakta del-helhetsstrukturen och relationer mellan tal i ekvationer, anviandes en
specifik strukturell modell designad utifran Davydovs modell i Figur 2 ovan. Utifran
det teoretiska ramverket larandeverksamhet har matematiska strukturer och
larandemodeller samt teoretiskt arbete en framtradande roll (Davydov, 1990,
1986/2008). I ett teoretiskt arbete behover eleverna utmanas av lararen for att deras
idéer ska kunna provas och omprovas. Inom larandeverksamhet uttrycks detta som
att lararen skapar motsdattningar (Davydov, 1986/2008; Eriksson, 2017. Under
forskningslektionerna utgjorde negativa tal en planerad motsattning. Exempelvis
antog helheten ett lagre varde an delarna, vilket kan utmana den uppfattning som
Bishop med flera (2014) framhaller som dominerande.

4 Metod

Den empiriska studien, vilken ligger till grund for artikeln, genomfordes med learning
study som forskningsansats (Carlgren, 2012). En forskargrupp, vilken utgjordes av
atta medforskande larare och oss tva forskare, arbetade intervenerande for att
kollaborativt utveckla kunskaper. Forskargruppen arbetade i iterativa processer dar
forskningslektioner planerades, genomfordes och reviderades infor pafoljande
forskningslektion (se Carlgren m.fl., 2017; Marton, 2015). Avsikten var att
systematiskt undersoka pa vilka satt en specifik strukturell modell kan anvandas for
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att utforska strukturer i ekvationer. Totalt genomfordes nio forskningslektioner a 45—
60 minuter i arskurserna 3, 8 och 9. Valet av arskurser grundades pa vara, forskarnas,
tidigare bakgrund som larare i arskurserna 1-3 respektive 7-9. I arskurs 3 deltog 45
elever fran tva olika klasser fran en och samma skola, i arskurs 8 deltog 64 elever fran
tva olika skolor och i arskurs 9 deltog 40 elever fran tva olika skolor. Eleverna i arskurs
3 kande varandra val och delades in i tre likartat blandade grupper utifran resultat pa
ett fortest. Eleverna i arskurserna 8 och 9 deltog i sina ordinarie klasser. Varje enskild
elev deltog i en forskningslektion och 'nya’ elever deltog i pafoljande iteration. Varje
forskningslektion genomfordes med olika larare med motivet att fordela uppdraget
jamlikt i forskargruppen. Forskningslektionerna observerades och filmades med en
filmkamera pa stativ placerad langst bak i klassrummet, riktad mot whiteboardtavlan
och lararen. Ljudupptagningen fran filmkameran kompletterades med diktafoner.
Nar eleverna arbetade i grupper var det elevernas hander och arbeten som filmades.
De larare som inte undervisade var placerade pa olika platser i klassrummet for att
observera, anteckna och fotografera utan att stora lektionen.

Urvalet av elever skedde genom ett direkt och malorienterat urval (Bryman,
2002/2018) i avsikt att eleverna inte tidigare skulle ha mott en undervisning utifran
matematiska strukturer. Eleverna som deltog i studien var enligt deras larare vana
sedan tidigare undervisning att i huvudsak fokusera pa att finna ekvationers korrekta
losningar. Eleverna i arskurserna 8 och 9 hade tidigare mott regler som 'minus och
minus ar plus’ samt ‘flytta over och byt tecken’. Eleverna var siledes inte vana att
utforska ekvationer utifran matematiska strukturer som relationer mellan tal i
ekvationer eller som en del-helhetsstruktur. Eleverna i arskurs 3 hade inte mott
formell undervisning om ekvationer med bokstavssymboler eller operationer med
negativa tal, men de hade mott enklare ekvationer dar de obekanta talen var ersatta
med ett understreck eller en ruta att fylla i, som exempelvis 5 + _ = 8. Ingen av
eleverna, oavsett arskurs, hade tidigare mott den modell som anviandes under
forskningslektionerna.

Mycket av elevernas utforskande arbete genomfordes i1 form av
helklassdiskussioner dar lararen stallde uppfoljande och utmanande fragor baserat
pa elevernas resonemang. Oftast var det lararen som dokumenterade olika 1osningar
pa en whiteboardtavla. Eleverna arbetade dven i grupper om tva till fyra elever i
respektive grupp.

De filmade forskningslektionerna transkriberades ord for ord. Datamaterialet
utgjordes aven av kartlaggningar i form av for- och eftertest och dokumentationer i
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form av elevernas alster samt fotografier nar eleverna ritade eller skrev matematiska
symboler. Aven anteckningar pa whiteboardtavlan utgjorde underlag vid analysen for
denna artikel.

4.1 Forskningslektionernas design

Nar forskningslektionerna designades utgjorde, som framgatt ovan,
larandeverksambhet ett teoretiskt ramverk (se Davydov, 1986/2008; Eriksson, 2017).
Genom sarskilt utformade uppgifter var avsikten att forsatta eleverna i en situation
dar de skulle motiveras att utforska relationer mellan alla tal i ekvationer genom ett
teoretiskt arbete med stod av en specifik strukturell modell (Figur 3).

Figur 3. Modellen som anvandes nar eleverna utforskade ekvationer.

Modellen skulle visualisera abstrakta egenskaper som relationer mellan alla heltal
i en del-helhetsstruktur och darmed fa funktionen som ett larandemodell. Modellen
visualiserar en helhet simultant med delar for att pa sa sitt synliggora relationer
mellan alla tal i en ekvation. Det som skiljer denna modell fran Davydovs modell
(Figur 2) ar att symbolerna skrevs in i cirklar i modellen under forskningslektionerna
(Figur 3) i avsikt att tydliggora positionerna for tal, kinda eller obekanta.

Forskningslektionerna inleddes med att eleverna och lararen utforskade en
kvantitet (ett A4-papper) som en del-helhetsstruktur (Figur 4). Papperet benamndes
som en helhet och eleverna gav forslag pa hur helheten kunde tecknas med en generell
symbol. Darefter revs papperet i tva olika stora delar och eleverna gav forslag pa
symboler for att benamna respektive kvantitet (exempelvis a, ¢ och 0). Efter arbetet
med papperet introducerades den specifika strukturella modellen for eleverna (Figur
4, hoger).
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Figur 4. Relationer mellan kvantiteter utforskades med stod av generella symboler och modeller.

Larandemodellen, vilken var vald av oss forskare, utforskades av eleverna under
forskningslektionerna pa olika satt, initialt med kvantiteter och senare med tal.
Relationer mellan helheten och delarna formulerades pa atta olika satt, dels som
kanoniska, exempelvis a — 0 = ¢, men ocksa som icke-kanoniska, exempelvis ¢ = a —
0 (se Sherman & Bisanz, 2009). Anledningen att teckna relationerna pa atta olika satt
var att synliggora att helheten eller delarna inte ar lasta till en specifik position. Av
Figur 4 framgar att den inringade symbolen for helheten, a, antar olika platser.

Varje genomford forskningslektion reviderades infor nasta lektion i avsikt att
prova vad i undervisningen som kan mojliggora for elever att urskilja den
matematiska strukturen for att si smaningom utveckla formagan att bemastra
ekvationer. Vid de tillfallen som undervisningen inte mojliggjorde for det avsedda
larandet reviderades lektionen for att i hogre grad lyfta fram det undervisningen annu
inte lyckats synliggora. En utmaning vid revideringen var att konstruera ekvationer
som skulle skapa ett behov av larandemodellen. De revideringar som gjordes for att
utveckla undervisningen berorde val av raknesatt. Under forskningslektionerna
provades att introducera ekvationer antingen med addition eller med subtraktion.
Revideringarna handlade aven om val av ingdende tal, vilket innebar att talomradet
utvidgades fran naturliga tal till att omfatta alla heltal. Under forskningslektionerna
varierades aven var det obekanta talet placerades eller var negativa tal placerades i
ekvationerna. Oavsett arskurs var lektionsdesignen liknande — det som skilde var
talens varden i ekvationerna samt antal negativa tal som inkluderades i ekvationerna.
Ett exempel pa en ekvation fran arskurs 3 ar 3 + x = 2 och ett exempel fran arskurserna
8 och 9 ar x — (-15) = -14. Eleverna arbetade saval i helklass som i grupper med att
analysera ekvationer for att identifiera vad som utgjorde en helhet respektive delar.
Eleverna fick ocksa uppdraget att formulera en och samma struktur pa fyra olika satt
(kanoniskt tecknat) for att darefter valja, en for dem lamplig ekvation, i avsikt att finna
vardet pa x. Eleverna utvarderade saval andra elevers som sina egna losningar.
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4.2 Analys

Analysen av datamaterialet genomfordes inledningsvis for respektive stadium av oss
var for sig, darefter diskuterade vi resultaten tillsammans. Under analysarbetet
anvandes tematisk analys (Braun & Clarke, 2006) i avsikt att identifiera pa vilka satt
den specifika strukturella modellen anvandes av eleverna for att utforska ekvationer.
Datamaterialet granskades flera ganger och ett tolkande perspektiv antogs nar det
inspelade materialet genomlyssnades noga och transkriptionerna lastes fler ganger
(Bryman, 2002/2018). Under den inledande analysen identifierades och markerades
elevernas uttryck i ord och handlingar i forhallande till modellens anvandning
varefter teman identifierades. Analysen vigleddes av foljande analysfragor: Vad i
elevernas uttryck i ord eller handlingar indikerar om, och i sadant fall pa vilka sditt,
en specifik strukturell modell anvdindes for att utforska relationer mellan tal i en
ekvation? Braun och Clarke (2006) framhaller att 1 de fall det aktuella
forskningsomradet ar tamligen obeforskat kan ansatsen tematisk analys vara lamplig.
I den pafoljande analysen fokuserades pa vilka sitt eleverna anvande sig av modellen
dar datamaterialet kategoriserades utifran om, och pa vilka sitt, larandemodellen
kom att anvandas. I analysen urskiljdes kvalitativt skilda karnteman och flera
subteman (se Braun & Clarke, 2006). I ett ssmmanfattande analysarbete undersoktes
avslutningsvis tecken pa om ett teoretiskt arbete mojliggjorts genom att analysera det
resultat som sammanstallts i kirntemana.

5 Resultat

Resultatet visar att elever anvinde sig av modellen pa tva skilda satt, vilka
kategoriserades i tva karnteman Formuldr respektive Ldrandemodell samt i
ytterligare subteman (Figur 5).
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placeringen i modellen

1C
lasriktningen avgor
talens placering i modellen

1D
modellens regel- & modellmix
anvandning

2A
modellens design utgor stdd for
att urskilja relationer mellan talen

2B
2) larandemodell operationstecken kompletterar
modellen

pie

modellen utgér stod
for val av operation

Figur 5. En schematisk bild avseende elevers kvalitativt skilda satt att ta stod av modellen.

De teman som illustreras i Figur 5 presenteras nedan — forst oversiktligt for att
avslutningsvis exemplifieras med elevernas uttryck som bilder och excerpt.

Kiarntema 1: Formular

I karntema 1 anviande eleverna modellen som om den var ett formular att fylla i.
Eleverna stodde sig pa olika regler for att placera ekvationers tal i modellen. En regel
som uttrycktes var exempelvis "Det forsta talet ska std overst i modellen vid en
subtraktion” (elev, arskurs 8). Denna regel stimmer for ekvationer som x — 7 = 5, men
inte nar ekvationer ar skrivna som icke-kanoniska, exempelvis som 5 = x — 7.

I analysen tolkades det att eleverna inte tog stod av modellen for att identifiera pa
vilka satt tal i en ekvation relaterar till varandra. Elever hanterade i stillet talen var
for sig och visade saledes inte tecken pa att de reflekterade 6ver relationer mellan alla
tal i en ekvation.

Karntema 2: Larandemodell

I karntema 2 utgjorde modellen ett stod for att identifiera och uttrycka att alla tal
(kanda eller obekanta) som ingar i en ekvation star i relation till varandra. Eleverna
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utforskade en ekvation som en enhet och modellen var ett redskap i detta arbete. Ett
exempel pa det skildras nedan nar en elev i arskurs 3 resonerade om en helhet och
vad som ar delar utifran en del-helhetsstruktur med stod av modellen "En del och en
del har [de nedre delarna i modellen]. Da blir det ju helhet nar det blir tillsammans”.
Av citatet framgar att eleven forde ett resonemang och anvinde modellen som en
larandemodell for att identifiera delarna och helheten.

I analysen tolkades det att de elever som utforskade alla tal i en ekvation som en
enhet det vill saga, att alla tal i en ekvation relaterar till varandra, kunde kopplas till
kirntema 2. Aven de elever som identifierade en helhet och eller delar, uttryckte det
relationella.

5.1 Nar modellen fick funktionen av ett formular

Elever som anvande sig av modellen som ett formular skapade eller anvande en regel
att stodja sig pa for att identifiera helhet eller delar. Reglerna antog olika karaktarer,
vilket under analysen resulterade i fyra subteman till kirntema 1. Det som skiljer
subtemana at grundar sig pa de satt tal eller symboler placerades i modellen. Faktorer
som paverkade hur tal eller symboler placerades i modellen utgjordes av tals storlek,
placering i ekvationer, lasriktning eller regler.

1A: Talens storlek avgor placeringen i modellen

Eleverna utgick fran en regel nar de placerade ’det storsta talet’ i modellens Gversta
position (positionen for helheten). I analysen tolkades det som att elever likstallde och
definierade ’det storsta talet’ antingen som helhet utifran vdrde (utifran ordinalitet)
eller magnitud (talets avstand till talet noll). Ett exempel aterges i Excerpt 1 dar
lararen och en elevi arskurs 8 resonerade om pa vilka satt talen i likheten 32 — 8 = 24
skulle placeras i modellen.

Excerpt 1, arskurs 8

Sofia: Det ar det som ar det svara [...]. Men vi skriver trettiotva dar uppe.
Larare: Ni skrev trettiotva dar uppe [lararen skriver in talet 32 i modellens
oversta position].

Sofia:Ja, eftersom det ar det storsta.

Larare: For att det ar det storsta?

Sofia: Ja, det var ju det hela...
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I Excerpt 1 ovan ar elevens svar avseende talets placering i modellen korrekt, men
motiveringen som ges ar inte generaliserbar till en likhet som 2 — 7 = (-5) dar helheten
ar 2 och inte “det storsta [talet]”. Elevens sitt att uttrycka sig pa indikerar inte en
forstaelse for relationer mellan talen i likheten avseende del-helhetsstruktur.

I ett exempel fran arskurs 9 placerade en elev talet med storst magnitud i
modellens position for helhet (Figur 6).

SHE oS Bb e

(-14) = (-4) - x—(-15) = (-14) (-7) +x=15
Figur 6. Talet med storst magnitud placerad i modellens position for "helhet’.

I ovanstidende exempel (Figur 6), framgar att eleven sag talet med storst magnitud
som en ’helhet’ oavsett om talet utgjorde nagon av termerna, summan eller
differensen och oavsett om talet var negativt eller positivt. Den regel som eleven foljde
(talet med storst magnitud ar helheten) resulterade i att eleven i den forsta ekvationen
fran vanster (Figur 6) urskiljde helhet respektive delar korrekt. I den aktuella
ekvationen 7 — x = 5 ar talet 7 helheten och eleven uppgav aven att x = 2, vilket i
sammanhanget kan tolkas som ratt svar av fel anledning. I den andra ekvationen fran
vanster (Figur 6) leder regeln till att (-14) benamndes som helhet, vilket inte ar korrekt
for den aktuella ekvationen. Eleven formulerade en annan relation mellan talen i
ekvationen: att x = (-10) vilket ar korrekt utifran den ifyllda modellen, men inte med
utgangspunkt i den ursprungliga ekvationen. Modellen var inte ett stod for att urskilja
ekvationens del-helhetsstruktur, men daremot for att valja operation och for att finna
vardet pa ett obekant tal.

1B: Talens placering i ekvationen avgor placeringen i modellen

Nir eleverna uppmanades att markera helheten i ekvationer och likheter valde ett
flertal av eleverna att utga fran talens placering i respektive ekvation och likhet.
Exempelvis markerade elever ’svaret’ (summan eller differensen) som helhet.
Foljande exempel (Figur 7) ar hamtat fran eftertest i arskurs 9:
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(-7)=1-x (-15) = (-7) = x 16 = x —(-5) x—11=(-11)

Figur 7. ’Svaret’ (summan eller differensen) markerat som helhet.

I Figur 7 visas exempel pa att en del av eleverna placerade ekvationens ’svar’ i
modellens position for helhet. I analysen framkom att vardet for det obekanta talet i
ekvationen ar korrekt beraknat, men att eleven i ovanstaende exempel inte anvande
sig av modellen som ett stod i arbetet att identifiera helhet eller delar. Det synliggors
eftersom delarnas sammanlagda varde inte overensstimmer med helhetens varde.
Snarare anvandes modellen som ett formular att fylla i utifran regeln att svaret ar
helheten och de 6vriga tva talen fylldes i som delarna.

Ett annat exempel ar fran arskurs 9 dar nagra elever skapade regeln att talet
framfor operationstecknet for subtraktion ska placeras overst i modellen och
motsvaras av helheten. En elev uttryckte: "Varje gang det ar subtraktion ska helheten
vara till vanster [i ekvationen]”. Regeln ar generaliserbar for kanoniska ekvationer,
men inte for icke-kanoniska. Talen i ekvationen utforskades utan nagon reflektion
over del-helhetsstrukturen och relationen mellan talen som ligger ’bakom’ regeln.

1C: Lasriktningen avgor talens placering i modellen

Ett exempel pa regeln "lasriktningen avgor’ ar nar elever i arskurs 8 placerade tal i
modellen utifrdn den ordning talen var skrivna i likheten. Elever valde en av
positionerna som ’startposition’, alternativt som ’slutposition’ for att darefter placera
in Ovriga tal utifran den ordning ekvationer och likheter lastes. Karakteristiskt for de
satt elever anviande modellen var att linjerna mellan modellens positioner
sammanbands med linjer som foljer ’lasriktningen’ och inte som de tva ’benen’ som
forbinder helheten och dess tva delar. I Figur 8 ar talen i likheten 32 — 8 = 24 ifylld i
modellen.
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Figur 8. Talen fylldes in i modellen utifran ’lasriktning’ fran vanster till hoger.

Nar eleverna hanterade talen i likheten som att lasriktningen avgor, kom modellen
att fa en funktion som ett formular att fylla i.

I ett ytterligare exempel for subtema 1C fick modellens ’ben’ behalla sina
positioner mellan de positioner som binder ihop helhet och delar. Eleverna placerade
talen i modellen utifran lasriktning och placerade darefter tecken for operationer:
additions- respektive subtraktionstecken mellan talen (Figur 9).

Figur 9. Operationstecken placerade pa olika platser i modellen.

Genom elevernas satt att placera in tal i modellen i forhallande till en ekvation,
framgar det att eleverna i samtliga exempel ovan (Figur 9), fyllde i talen i en ekvation
i lasriktning med start i den nedre vanstra positionen. Eleverna skrev inte ut
likhetstecknet, men daremot anviande de ytterligare tecken for operationer (+ eller
—) som for att ’fylla ut’ utrymmet mellan talen i modellen. En elev uttryckte att
operationstecken kan placeras in ”lite hur som helst”. Eleverna uttryckte inte nagon
koppling till pa vilka sitt talen i ekvationen relaterar till varandra i en del-
helhetsstruktur.
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1D: Regel- och modellmix

Under forskningslektionerna i arskurserna 8 och 9 arbetade eleverna med ekvationen
x — (-10) = (-7). Uppdraget var att, med stod av modellen, urskilja relationer mellan
tal och uppge vilket som utgjorde helhet och vilka som var delar. Eleverna fyllde i x
som helhet och (-10) och (-7) som delar i modellen.

Figur 10. Ekvationen x — (-10) = (-7) ifylld i en modell.

Eleverna fyllde i talen korrekt i modellens positioner for helhet respektive delar
(Figur 10). Darefter skulle eleverna beriakna vardet pa det obekanta talet x. Det som
da intraffade var att flera av eleverna omformulerade den initiala ekvationen med
hjalp av regeln 'minus och minus ar plus’ till en ny ekvation, x + 10 = (-7) (Figur 11).

Initial ekvation: x — (-10) = (-7). Omformulerad ekvation: x + 10 = (-7)

Figur 11. Omformulering av en ekvation utifran regeln ‘minus och minus ar plus’.

Eleverna hade efter omformuleringen (Figur 11) tvd ekvationer framfor sig
tecknande olika strukturer. Oavsett vilken av ovanstaende ekvationer som beriaknas
erhalls samma virde pa det obekanta talet, x: (-17). Vad som daremot forandras ar
vilka tal som ingar i de tva olika ekvationerna och darfor andras strukturen. I den
initiala ekvationen (Figur 11, vanster) ingar talen: (-17), (-10) samt (-7). I den
omformulerade ekvationen (Figur 11, hoger) ingar talen: (-17), 10 samt (-7). Tva av
talen forekommer i de bada ekvationerna, men de utgor olika “byggstenar” i
respektive ekvation utifran en del-helhetsstruktur. I den initiala ekvationen utgors
helheten av x medan det i den omformulerade ekvationen ar x som ar en av delarna
som bygger upp helheten (-7). I den initiala ekvationen utgor (-7) en av delarna. Det
tredje ingdende talet skiljer sig mellan de tva ekvationerna, dock ar magnituden
densamma for de tva talen: (-10) respektive 10. En konsekvens av omformuleringen
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utifran regeln 'minus och minus ar plus’, innebar att tva helt olika strukturer beskrevs.
Den ifyllda modellen utgjorde inte ett stod for eleverna.

5.2 Nar modellen fick funktionen av en larandemodell

For de elever som uttryckte tal i ekvationer som relaterade kom modellen att fa
funktionen av en ldrandemodell (se Davydov, 1986/2008). Modellen utgjorde ett
redskap, det vill saga ett visuellt stod for att analysera och urskilja relationer mellan
tal som en del-helhetsstruktur. Eleverna utgick inte fran nagra regler utan utforskade
talen och relationerna mellan dem genom att prova, omprova och bevisa relationerna.
Nar relationerna och saledes del-helhetsstrukturen var klarlagd och formulerad
utgjorde larandemodellen aven ett redskap for att valja lamplig operation for att
berakna ekvationer. Tre olika subteman framtradde i analysen, vilka presenteras
nedan.

2A: Modellens design utgor stod for att urskilja relationer mellan talen

Elever utforskade relationerna mellan tal i ekvationer genom att prova modellens
funktion pa olika satt. Under en av forskningslektionerna noterade lararen en elev
som utforskade talen i likheten 8 + 24 = 32 med stod av modellen och lyfte fram detta
i helklass.

Excerpt 2, arskurs 8

Larare: Du, du beskrev en rolig sak, kan du saga det som du sa till mig dar borta?
Du hade vant pa den [modellen]?

Briam: Aha, ja, att de faller ner, och sa blir det trettiotva!

Larare: Du hade gjort den sa hir... [ritar en 'upp- och nedviand’ modell med
inskrivna tal enligt Figur 12] ... atta... tjugofyra... och sa foll de ned och blev
trettiotva. Da sa vi da... om vi forklarar det matematiskt, hur...

Briam: Med addition...

Larare: Vi adderar de dar... ja, precis!

Eleven i Excerpt 2 uttryckte att de (delarna 8 och 24) "faller ned” och ”blir 32”.
Eleven uttryckte en relation mellan talen 8, 24, och 32 och att delarna 8 och 24
tillsammans bildar helheten 32 (Figur 12).
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Figur 12. Delarna “faller ned” och bildar helheten.

I Figur 12 visualiseras relationer mellan alla tal i del-helhetsstrukturen pa samma
satt som i Figur 3. Eleven vande upp och ned pa modellen som aven fortsattningsvis
visualiserade strukturen.

Ett annat exempel fran arskurs 3 dar elever utforskade tal i ekvationer genom att
omprova modellens design, ar en elev som uttryckte likheten med modellens sneda
streck — ’benen’ som forbinder helheten med delarna — och ett likhetstecken (Figur

13).

T
OO

Figur 13. De tva linjerna i modellen liknades vid ett likhetstecken.

Eleven beskrev att ¢ och ¢ skulle kunna vara tal dar talens varden tillsammans
bildar ett tredje varde, a, (se Excerpt 3).
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Excerpt 3, arskurs 3

Elli: Du hade ju ett streck sa har [...], det ar tva saker jag vill sdga om det. [...]
Det padminner mig ratt starkt om ett ar lika med [de tva strecken mellan
helheten och delarna] for liksom tva har nere [delarna] ar lika med nagonting
dar uppe. Och sa det ocksa dar vid papperen [ett papper som rivits i tva delar,
vilka har bendmnts som c respektive 6], dar ar det ocksa ett sddant dar tecken
[likhetstecken] sa att det blir nastan som, nu sager vi att det skulle vara matte
med nummer sa dar, det ar nastan som 6 ar ett nummer och c¢ ar ett nummer
och tillsammans sa blir det a.

Larare: Om jag uppfattar dig ritt, s uppfattar jag att nar du ser det har
[modellen] att man kan tanka att det har [de tva strecken/’benen’ i modellen]
ar ett lika-med-tecken darfor att 6 plus c¢ ar lika med a [lararen pekar pa
“benen”, 0, ¢ och a].

Elli: Mm.

Under utforskandet av pa vilka satt talen i en ekvation forhaller sig till varandra
associerade eleven i Excerpt 3 modellens design med dess innebord och anvandning.

2B: Operationstecken kompletterar

Négra elever illustrerade relationer mellan helhet och delar med stod av modellen
genom att placera tecken for addition mellan delarna samt tecken for subtraktion
mellan helhet och respektive del.

Eleverna utgick i det har fallet frin en modell dar talen annu inte var ifyllda.
Darefter kompletterades modellen med tecken for addition respektive subtraktion
utifrdn helheten och dess delar (Figur 14, vanster). Den kompletterade modellen
anvandes darefter som stod vid utforskandet av ekvationer nar tal, kinda eller
obekanta identifierades som helhet respektive delar och placerades i modellens
positioner (Figur 14, hoger).

Figur 14. Operationstecken utplacerade i modellen.
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I Figur 14 illustreras pa de satt eleverna, med stod av operationstecken, gestaltade
relationer mellan tal i ekvationer. Eleverna urskilde att det i varje ekvation alltid gar
att identifiera tva delar som vid addition bildar en helhet eller att nar en av delarna
tas bort (subtraheras) fran en helhet finns en del kvar. Eleverna forberedde sig saledes
infor att utforska en ekvation med stod av modellen genom att komplettera en annu
ej ifylld modell (Figur 14, vanster) innan specifika tal placerades i modellen (Figur 14,
hoger).

Elever i arskurs 3 resonerade kring relationer med generella symboler (bokstéaver)
och med stod av larandemodellen. Ett exempel askadliggors i Excerpt 4 dar helheten
utgors av a och delarna av 0 och c.

Excerpt 4, arskurs 3

Ali: Da kan du ju gora plus mellan de [nedre delarna i modellen].

[...]
Olle: Man kan lagga minus mellan a och ¢ [helheten och en del].
Elli: a minus 0 [helheten och ’den andra delen’].

Utifran elevernas resonemang framgar att de urskilde addition och subtraktion
som inverser samt relationer mellan helhet och delar, det vill siaga, del-
helhetsstrukturen.

I Figur 15 aterges ett exempel dar eleverna placerade ut operationstecken, men
inte ’benen’ som forbinder helheten med dess delar.

— @_ —_ @_
Gl O

Figur 15. Operationstecken utplacerade i modellen utan ben.

Aven nir elever utelimnade ’benen’ i ldrandemodellen, placerade de ut
operationstecken for de satt de tre talen i ekvationen relaterar till varandra sasom
helhet respektive delar.
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2C: Modellen utgor stod for val av operation

Under forskningslektionerna utforskade eleverna pa vilka satt talen i en ekvation
forhaller sig till varandra och pa vilka satt en del-helhetsstruktur kan visualiseras med
stod av liarandemodellen. Utifrdin modellen formulerades ytterligare tre andra
ekvationer, vilka tecknade samma struktur som den forsta. En och samma struktur
visualiserades sdledes med en modell och tecknades pa fyra olika satt, som fyra
ekvationer: tva additioner och tva subtraktioner. Eleverna anviande modellen for att
utforska sambandet mellan tal i ekvationer som en och samma struktur. Det framgick
aven att elever med stod av larandemodellen medvetet valde och beraknade en annan
operation, en for dem, mer lamplig an den som tecknades i den ursprungliga
ekvationen. Modellen kom saledes att utgora ett visuellt stod for elever att bemastra
ekvationer i ett teoretiskt arbete och i teoretiska resonemang avseende relationer.

I Figur 16 visas pa vilka satt elever i arskurs 3 under resonemang analyserade en
ekvation utifran talens relationer till varandra med stod av modellen.

N
x+3=48
3+x=48

O RED

Figur 16. En larandemodell och fyra ekvationer, vilka illustrerar samma struktur.

Initialt tecknades ekvationen 48 — x = 3 (Figur 16, oversta ekvationen). Under
arbetets gang ritades modellen och de tre talen skrevs in i positionerna. Ekvationen
omformulerades darefter till ytterligare tre ekvationer, alla illustrerande samma
struktur. Eleverna och lararen resonerade om relationerna mellan de tre talen 48, x
respektive 3, vilka kunde tecknas med hjalp av fyra ekvationer eller visualiseras med
hjalp av en modell. Flera elever uttryckte att de skulle valja den nedersta ekvationen,
48 — 3 = x (Figur 16) for att finna det obekanta talet, i stillet for att berakna den
ursprungliga ekvationen 48 — x = 3. I Figur 16 ar talet 48 markerat, vilket beror pa att
eleverna tidigare resonerade om vilket tal som utgor helheten i ekvationen.

Aven vid de tillfillen ett obekant tal utgjordes av ett negativt tal fungerade
modellen som ett stod for att bemastra ekvationerna. Eleverna i arskurs 3 hade inte

202



ANDERSSON & TUOMINEN (2022)

tidigare mott negativa tal vid berakningar i undervisningen. Halften av eleverna hade
mott negativa tal som punkter pa en tallinje och andra hilften hade aldrig mott
negativa tal i undervisningen. Under forskningslektioner utforskade eleverna i
arskurs 3 ekvationen 3 + x = 2 och relationerna mellan de tre talen. Med stod av
larandemodellen provade eleverna vilket av talen som utgjorde helhet respektive
delar genom att skriva in talen i modellen pa olika sitt. Eleverna resonerade och
reflekterade avseende relationerna och kom fram till att de tva talen, 3 respektive x,
adderas med varandra och faststillde darmed att dessa tva tal utgor de tva delarna,
och att 2 darfor utgor helheten. Eleverna tecknade darefter tre ytterligare ekvationer
(Figur 17).

Figur 17. Fyra ekvationer, vilka tecknar samma struktur.

Under en forskningslektion uttryckte en elev att det obekanta talet maste vara
“minus-ett”. Nar lararen fragade vad "minus-ett” innebar svarade eleven “Alltsa den
kommer efter noll”. Ett annat exempel fran en annan forskningslektion i arskurs 3
avseende ekvationen ar nar x bendmns som “ett-minus”.

Excerpt 5, arskurs 3

Ali: Ett-minus.

Larare: Vad ar det som ar ett-minus?

Ali: x:et.

Larare: Du menar att x:et ar vart ett-minus?

Ali: Ja.

Larare: Och da...

Ali: Och det [ett-minus] plus tre, det ar tva.

Larare: Da undrar jag, nar du siger ett-minus, vad ar det for nagonting?

Ali: Ja, men det ar typ om du typ har [eleven provar olika matematiska uttryck
for att bevisa “ett-minus”] fyra minus fem.

Efter att eleverna med stod av larandemodellen hade identifierat helheten och
delarna samt formulerat en och samma struktur till fyra ekvationer valde de en, for
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dem, mer lamplig operation for att berdkna ekvationen. For ekvationen (3 + x = 2)
uttryckte eleverna ekvationen 2 — 3 = x som ’enklare’ att hantera an den ursprungliga.
I ett senare skede under lektionen anviande eleverna en tallinje som stod nar de
’backade’ tre steg fran talet 2. Eleverna urskilde foljaktligen en additiv struktur samt
addition och subtraktion som inverser och kunde darmed beriakna ekvationen 3 + x =
2s0m2—3=Xx.

6 Diskussion

Resultatet visar att eleverna anvande sig av modellen pa olika sitt vid utforskandet av
ekvationer. Vid vissa tillfallen utgjorde modellen en larandemodell for att urskilja
relationer mellan tal i ekvationer och eleverna betraktade darmed ekvationer
holistiskt. Genom resonemang i ett teoretiskt arbete uttryckte eleverna ett samband
mellan talen for att darefter 16sa ut det obekanta talet. Vid andra tillfallen utgjorde
modellen inte ett stod utan anvindes mer som ett formular att fylla i. Vid dessa
tillfallen betraktades ekvationer atomistiskt och talen som solitirer utan nagot
samband dem emellan. Vid berakningar stodde sig flera av dessa elever pa inlarda
regler och procedurer.

I analysen framkom att det var framst de aldre eleverna som anviande modellen
som ett formular. Det var aven framst de dldre eleverna som stodde sig pa regler, vilket
inte var lika uppenbart bland de yngre eleverna. En tolkning av detta kan vara att de
yngre eleverna inte mott regler i samma omfattning som de aldre. Resultatet visar att
de aldre eleverna var mer lo6sningsfokuserade och mer benigna att prestera ett ’svar’
pa ekvationerna. De yngre eleverna tog sig daremot i hogre grad an uppdraget att
identifiera relationer mellan tal i ekvationer, vilket lyckades nar modellen kom att fa
funktionen av en larandemodell. Intention var att aven de aldre eleverna skulle arbeta
med att urskilja relationer, men nagra av dem ’foll tillbaka’ pa de regler de mott i
tidigare undervisning som exempelvis ‘'minus och minus ar plus’, vilket ledde till att
de fick problem nar modellen skulle anvandas for att urskilja del-helhetsstrukturen.
Andra regler som eleverna uttryckte var att "det ar det forsta talet som ar helheten i
en subtraktion”. I detta fall blev reglerna ett hinder for att identifiera det relationella.
Att regler kan hindra elever att urskilja relationer och strukturer ar nagonting som
aven Brown med flera (1988) och Mason med flera (2005/2012) framhaller. I
analysen framtradde vikten av att utmana eleverna med ekvationer dar reglerna inte
var giltiga for att i stallet fokusera pa det relationella. Att utmana elever pa detta satt
kan kopplas samman med med idén om att anvianda ‘'motsattningar’ som redskap i
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larandeverksamhet (Davydov, 1986/2008). Att aldre elever fokuserade pa regler i
stillet for relationer kan ses som en indikation pa att en matematikundervisning
utifran relationer bor introduceras redan for de allra yngsta eleverna. Under
forskningslektionerna fanns det dven aldre elever som urskiljde relationer mellan
talen trots att de mott regler i tidigare undervisning och vid de tillfadllena kom
modellen att fa funktionen av en larandemodell.

Under forskningslektionerna provades endast aritmetiska ekvationer (se Filloy &
Rojano, 1989). Om den specifikt strukturella modellen ska anvandas for icke-
aritmetiska ekvationer kan begransningar uppkomma angaende dess funktion som
ett medierande redskap for att urskilja strukturer i ekvationer eller for att finna vardet
pa det obekanta talet. En reflektion vi gor ar att relationerna mellan talen da inte kan
begransas till en 'ren’ del-helhetsstruktur.

Matthews och Fuchs (2020) betonar vikten av att utveckla forstielse for
likhetstecknets innebord och anvandning i stillet for att endast se tecknet som en
“fran vanster till hoger-signal”. McAuliffe med flera (2020) framhaller att forstaelse
for likhetstecknet kravs for att lyckas med matematik oavsett niva. I ett teoretiskt
arbete med modellen som stod kan forstaelse for likhetstecknets innebord och
anvandning utvecklas. Detta synliggjordes under forskningslektionerna nar en elev i
arskurs 3 lyfte fram relationer mellan tal samt likhetstecknets funktion som en symbol
for ekvivalens mellan viardet pa delarna tillsammans och helheten (Figur 13, Excerpt
3). I exemplet satte eleven aven ord pa hur modellens design hjalpte till att visualisera
den matematiska strukturen.

Modeller kan aven ha mojlighet att visualisera strukturer utan ord med kvantiteter
som strackor eller areor, vilket kan vara en fordel som lyfts fram i tidigare forskning
(t.ex. Mellone & Ramploud, 2015; Polotskaia, 2017; Schmittau, 2011). En
begransning, som vi ser det, med modeller uppbyggda av kvantiteter ar att de endast
ar applicerbara pa naturliga tal. Infor forskningslektionerna designades darfor en
modell med mojlighet att appliceras pa ett expanderat talomrade omfattande alla
heltal och som visualiserar en del-helhetsstruktur. Med stod av den specifikt
strukturella modellen skapades ett meningsskapande sammanhang under de
gemensamma resonemangen om matematiska strukturer (Davydov, 1986/2008). Ett
exempel pa nar ett meningsskapande sammanhang kom till uttryck var nar eleverna
i arskurs 3 analyserade ekvationen 3 + x = 2 holistiskt, argumenterade for relationerna
mellan talen, omformulerade ekvationen pa fyra olika satt for att darefter valja en for
dem enklare operation och avslutningsvis losa ut det obekanta talet. Eleverna hade
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aldrig tidigare opererat med negativa tal och i linje med vad Kieran (1990) framhaller
behover elevers intuitiva metoder utmanas, vilket tycktes gynnsamt i exemplet fran
arskurs 3. Detta ar en indikation pa ett teoretiskt arbete dar modellen fick funktionen
av en lirandemodell (Davydov, 1986/2008). Aven de dldre eleverna behévde utmanas
med mer komplicerade ekvationer for att de inte bara skulle ’veta svaret’ och for att
ett meningsskapande sammanhang skulle iscensattas.

Oavsett arskurs kom modellen att anvandas som stod for det teoretiska arbetet pa
ett relativt likartat satt. Det kan bero pa att upplagget av forskningslektioner utgjorde
ett, for eleverna, helt nytt sitt att utforska ekvationer — att urskilja relationer mellan
alla tal i ekvationer — inte att i forsta hand prestera ett korrekt svar.

I en learning study ar avsikten att skapa sa goda forutsattningar som mojligt for
elevernas larande (Carlgren m.fl., 2017). Varje elev deltog i endast en
forskningslektion, vilket kan ses som en begransning for den enskilde elevens larande.
De iterativa processerna mojliggjorde dock for forskargruppen att dra lardom mellan
forskningslektionerna under revideringen infor nastkommande lektion.

En slutsats som vi drar ar att elever inledningsvis i arbetet med ekvationer behover
forsattas i situationer och utmanas med “krangliga” ekvationer som skapar behov av
att analysera strukturen i stallet for att enbart fokusera pa att finna ratt svar (se aven
Tuominen m.fl., 2021).

Resultatet som beskrivs i denna artikel ar ett komplement till tidigare forskning
avseende modellers design for att bemastra ekvationer. Bidraget ar modellens
potential att visualisera en del-helhetsstruktur aven nar negativa tal ar inkluderade i
ekvationer.

Ett forslag pa fortsatt forskning kan vara att prova modellens funktion for icke-
aritmetiska ekvationer. Avslutningsvis menar vi att en larandemodell kan vara till
stod och nyttjas som en ’brygga’ for elever att urskilja relationer mellan alla tal i
ekvationer. S& smaningom ar avsikten att elever ska bemastra ekvationer utifran
analys och att larandemodellen ska internaliseras och blir ett tankeredskap.

Tack

Tack till vara medforskande larare och Vetenskapsradet for mojliggorande av studien.
Tack aven till professor Lisa Bjorklund Boistrup och professor Inger Eriksson for stod
under skrivarbetet.
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