Skolverket

Modul: Geometri
Del 1: Didaktisk &mnesanalys

Att undervisa i ak 1 — 3 utifran en didaktisk amnesanalys

Christian Bennet, G6teborgs universitet

Omz man inte kénner till namnen saknar man ocksa kunskap om tingen.
Carl von Linné, Critica Botanica, 1737

Centralt innehall ur ett didaktiskt perspektiv

Det centrala innehdllet i geometrin f6r 4k 1 — 3 omfattar bland annat grundldggande geo-
metriska objekt som punkter, linjer, strickor, fyrhérningar, trianglar, cirklar, klot, koner,
cylindrar och ritblock. Dessutom ingdr geometriska egenskaper hos dessa objekt och deras
inbordes relationer. Enligt kursplanen ska eleverna genom undervisning ges férutsittningar
att utveckla foértrogenhet med begreppen, resonera kring dem och anvinda dem for att

kunna tolka vardagliga situationer.

Naturligtvis beh6ver du som lirare, f6r att uppna denna malsittning, ligga vikt vid be-
greppsmassig, eller konceptuell, forstielse. Du utgar fran elevernas konkreta verklighet,
men ska férsoka lyfta deras forstaelse av begreppen, deras begreppsuppfattning, till en mer
abstrakt nivd. Du bor da sjélv, férutom att behdrska matematiken, kunna analysera denna ur
en didaktisk synvinkel. De arbetssitt och férklaringar du anvinder dig av, liksom ditt val av
siitt att representera och uttrycka olika begrepp, behéver kopplas till det matematiska inne-
hillet och elevernas forférstaelse. 1 vissa fall kanske det dr mest limpligt att anvinda en
bildrepresentation uttryckt pa papper eller pa en interaktiv skrivtavla, i andra fall 4r det mer
limpligt att anvinda en spraklig representation i form av en beskrivning som relaterar ett
nytt begrepp till sidana som ir kdnda for eleverna. Du kommer att ldsa mer om represen-

tationer och uttrycksformer i del 3.

Matematiken som sidan har en inneboende begreppslig struktur. Man kan siga att begrep-
pen ir hierarkiskt ordnade. Exempelvis dr en triangel en manghérning som utgors av tre
strickor, kallade triangelns sidor, vilka méts i tre punkter, kallade triangelns hérn. Begrep-
pet triangel 4r i den meningen 6verordnat begreppen stricka och punkt. Pa motsvarande
sitt 4r begreppet rektangel 6verordnat begreppen polygon, sida, hérn och rit vinkel, ef-
tersom en rektangel definieras som en polygon med fyra sidor som méts 1 polygonens hérn
i rita vinklar. Begreppen sida och horn definieras sedan i sin tur i termer av begreppen
strdcka och punkt.

Men det dr ingenting som hindrar en elev frdn att kinna igen trianglar eller rektanglar utan
att kinna till begreppen stricka, punkt, sida, horn och vinkel. I sjilva verket dr det ganska
troligt att barn lir sig att kinna igen och bendmna trianglar och rektanglar, kanske som
trekanter och fyrkanter, innan de lir sig begrepp som stricka och punkt.
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Ett annat exempel ir begreppet vinkel. Matematiskt definierar man ofta en vinkel som den

del av planet, den yta, som ligger mellan tva strdlar, vilka utgar frin en gemensam punkt.

]
‘ Detta omrade AR vinkeln

-

Figur 1. Vinkel som en del av ett plan.

Férdelen med denna definition 4r ett den utgér fran nigra f grundliggande begrepp (stréle,
punkt, plan). Men i undervisningen kan den vara problematisk av flera skl. Till vardags
tinker vi oss en vinkel som en &ppning eller en vridning och da strider det mot véra intuit-
ioner att se vinklar som ytor. Definierar man en vinkel som en yta dr det ocksé litt att se
vinkeln mellan tvd strdlar som representeras med lingre pilar som stdrre 4n samma vinkel
representerad med kortare pilar. I undervisningen kan det dirfor vara bittre att beskriva en
vinkel som en vridning, dven om det rent matematiskt dr svarare att definiera begreppet

vridning.

Figur 2. Vinkel som vtidning.

Att betrakta begrepp rent matematiskt behéver alltsa inte vara detsamma som att betrakta
dem utifrin ett lirandeperspektiv.

Enligt kursplanen ska en elev kunna relatera begrepp som rektangel, sida, linje, punkt, hérn,
omkrets, area och vinkel till varandra. Men en elev som inte har férstatt vinkelbegreppet,
kan inte heller i grunden f6rsta begreppet rektangel, 4ven om hon felfritt kan klassificera
olika figurer som rektangel respektive icke rektangel. Férmégan att klassificera olika former
kan en elev utveckla utan att forstielsen utvecklas, varfor det dr viktigt att du som ldrare
sitter begreppslig forstaelse 1 centrum i din undervisning.

For att ge eleverna mojlighet att f6rstd matematiska begrepp, behéver du forstés sjilv ha de
matematiska begreppen klara f6r dig. Men du behdver ocksa didaktiskt ha analyserat den
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matematik din undervisning behandlar. Du behéver ha ett slags karta Gver det matematiska
landskapet, som visar hur din undervisning kan leda eleverna mot konceptuell forstielse. 1
den hir texten ger vi exempel pa hur du kan gbra en sadan didaktisk analys av nagra geo-

metriska begrepp.

Didaktisk &mnesanalys — fyrhérningar

Som ett forsta exempel pa hur du kan analysera geometriska begrepp didaktiskt, har vi valt
fyrhérningar och deras inbdrdes relationer. Dessa begrepp ingdr som centralt innehall inom
geometri for arskurs 1 — 3.

Generellt giller att undervisningen i de ldgre drskurserna behandlar de geometriska begrep-
pen inom ramen for en konkret vardagsvirld, medan de allteftersom i skolans senare érs-
kurser flyttar fokus mot ett mer abstrakt tinkande. Mot bakgrund av den historiska 6versik-
ten "Om geometri", som du hittar i f6rdjupningen till del 7, kan man se detta som en fokus-
forflyttning fran geometri som en beskrivning av var omvirld till geometri som matematisk
teori. Och det fOrsta steget i denna forflyttning sker redan under de tidiga arskurserna och
avspeglas 1 att eleven ndr hégre van Hiele-nivéer (beskrivna i "Geometri — en kort inled-
ning").

For att uppna goda resultat i klassrummet é4r det, som sagt, viktigt att géra en didaktisk
analys av det dmnesinnehdll som behandlas. Matematikimnets didaktik férenar en teori om

matematikinnehillet med en teori om hur detta innehill lirs och undervisas om.

Begreppen fyrhérning, parallelltrapets, parallellogram, rektangel och kvadrat har en naturlig
inbérdes ordning som utgér fran hur de definieras, ett slags begreppshierarki: En fyrhorning
ir en geometrisk figur dér ett omrade innesluts av fyra strickor vars dndpunkter mots i
figurens horn. Ett parallelltrapets (jo, det heter ett parallelltrapets — en trapets ir ett gym-
nastikredskap) dr en fyrhérning med minst ett par av sidorna parallella. En parallellogram
(ja, det heter en parallellogram) dr ett parallelltrapets dér alla sidor ér parvis parallella. En
rektangel dr en parallellogram med alla vinklar rita. En kvadrat dr en rektangel med alla

\ /]

Figur 3. Fyrhorningar ordnade begreppsligt efter sina respektive definitioner.

sidor lika langa.

Detta innebir alltsa att kvadrater dr rektanglar, som i sin tur dr parallellogrammer, som ar
parallelltrapetser, som dr fyrhorningar. Exempelvis dr alltsd alla kvadrater parallelltrapetser,
men inte tvirtom. Matematiska begrepp ar forstas inte alltid linedrt ordnade pa detta enkla
sitt, som en kedja. Exempelvis dr en romb en parallellogram med alla sidor lika langa.
Dirmed dr alla kvadrater bidde romber och rektanglar, medan det finns romber som inte dr

rektanglar och rektanglar som inte ir romber.
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Alla romber
Alla rektanglar

Figur 4. Kvadrater 4r precis de figurer som dr bade rektanglar och romber.

For att eleverna ska f6rsta sambanden mellan dessa begrepp, ér det viktigt att variera de
exempel man arbetar med pa ritt sitt. Du kan, exempelvis, lata eleverna gi pa jakt i eller
utanfor klassrummet och leta efter olika geometriska former. Antingen anvinder du da
ndgot limpligt geometrimaterial eller sd anvinder du naturligt f6rekommande former i er
omgivning. Arbetar ni i grupper, kan varje grupp fa i uppdrag att hitta en triangel, en rek-
tangel, en kvadrat, en romb, osv. Uppdragen kan ocksa kvalificeras genom att eleverna ska
hitta stora eller smd former eller former 1 olika ligen — en liten triangel med den trubbiga
vinkeln till vinster. Om eleverna har lirt sig begreppen, kan de ocksa leta upp en likbent
triangel, en liksidig triangel och en likvinklig triangel. En friga att samtala om kan dé vara
vilka exempel som kan vara lika och vilka som kanske maste vara lika. Exempelvis dr en
figur som ér bade en romb och en rektangel med nédvindighet en kvadrat, en likvinklig
triangel 4r med nédvindighet likbent och en likbent triangel 4r med nédvindighet likvink-
lig.

Avsikten med denna aktivitet dr du ger eleverna mdéjlighet att anvinda geometriska begrepp
och att koppla dessa till sin omedelbara omgivning. De f6remal de finner utgér konkretise-
ringar av de abstrakta geometriska begreppen. De ges ocksa tillfille att kommunicera ma-
tematiken och dirmed att prova sin forstdelse av begreppen och sambanden mellan dem
mot sina kamraters. Dirigenom fordjupas och befists elevernas konceptuella férstaelse av
grundligeande geometriska begrepp och deras inbérdes relationer. En sidan férstaelse dr
forstas viktig 1 sig och utgdr forkunskap for senare delar av dmnet. Men den 4r ocksd en
forutsittning for att eleverna ska forsta hur geometrin kan tillimpas i vardagliga problem-

stillningar.

Det dr viktigt att du varierar hur du representerar de olika figurerna. Exempelvis ir det litt
hint att alltid representera en romb med ett hérn nedat, som till héger i Figur 5. Eleverna
kan da fa svart att kategorisera romber som har en av sidorna nedit som just romber:
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Figur 5: Tva representationer av romber.

Pa motsvarande sitt 4r det ldtt att de flesta trianglar man ritar har en bas som 4r horisontell.
Utsatta for triangeln i Figur 6 nedan, kan en elev uttrycka att "Det ér en triangel om man
vinder pa den". Var alltsd noga med att variera dina representationer.

Figur 6: En uppochnedvind triangel?

For yngre elever kan aktiviteten som beskrivs ovan bestd i att forsta att objekt i deras om-
givning har form, alltsa att kategorisera omvirlden i geometriska termer, att skilja ut formen
hos ett féremdl fran féremalet sjilvt. For en elev som redan har ett register av geometriska
begrepp, kanske det snarare blir en 6vning i att fordjupa sin forstdelse av de samband som
rader mellan begreppen. En sidan elev kan sjilv uppticka att alla liksidiga trianglar har tre
lika vinklar och att alla trianglar med tre lika vinklar har lika sidor. Du kan i det senare fallet
resonera med eleverna om att vinklarna i en triangel bestdms av lingden pa sidorna, men
inte tvirt om. Just denna observation kan leda till begreppet enkel férstoring och f6rminsk-
ning, men ocksd férklara varfér konstruktionsdetaljer 1 byggnader, exempelvis takstolar, dr
formade som trianglar. Om vi bestimmer lingderna pa takstolens sidor, sa dr takstolen
bestimd till sin form. Det giller inte om vi hade anvint fyrsidiga takstolar. I det fallet hade

vi behévt fixera bide sidornas lingder och minst en vinkel.

Begripligt nog dr det meningslost att introducera egenskaper hos fyrhérningar eller trianglar,
om eleverna inte kdnner till begreppen punkt och stricka. Men det 4r inte alltid klart i vilken
ordning olika begrepp bor introduceras. Visserligen bygger en naturlig definition av rek-
tangel pa begreppet parallelltrapets, men parallelltrapetsets area introduceras enklast utifran

rektangelns, eller triangelns, area.
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Figur 5. Parallelltrapetsets area utgdrs av summan av tva trianglars areor. Formeln for triangelns area

ger parallelltrapetsets area: arbh

Som lirare dr du alltsd betjint av att géra en didaktisk mnesanalys av det omride du ska
behandla i klassrummet. Du funderar dd 6ver vilka férkunskaper eleverna bor ha och du
tar, med diagnoser eller pa annat sitt, reda pa om eleverna har dessa. Elevernas forstielse
tor olika begrepp och deras relationer kan provas, exempelvis genom Skolverkets diagnos-
material Diamant, ddr de olika uppgifterna har en genomtinkt progression fran enklare
samband till mer komplexa och frin en passiv till en mer aktiv férstielse. 1 del 2 beskriver
vi hur Diamantdiagnoserna dr grundade i en didaktisk &mnesanalys av det centrala innehal-
let for 4k 1 —9.

Du kan ocksa behéva tinka igenom vilken férforstaelse om begrepp utanfér geometrin,
som eleverna behover infér ett visst moment. Det kan r6ra sig om forstéelse av tal, men
ocksa om fortrogenhet med olika sorters féremdl i elevernas vardag. Du bor dven tinka
framat lika vil som bakat i forkunskapsstrukturen. Lika vil som att fundera 6ver vilka £61-
kunskaper ett visst moment i undervisningen kriver, kan du fundera 6ver vilka férkunskap-
er ett visst moment ger infér framtida moment.

Vi behandlar nu den didaktiska dmnesanalysen mer i detalj, hir med skalning i termer av
enkel férstoring och f6rminskning som exempel. Att skala en figur innebdr hir att konstru-
era en likformig figur som ér storre eller mindre dn den ursprungliga. En skalning ar alltsd
en forstoring eller en férminskning. Igen ligger fokus pd den didaktiska dmnesanalysen,
snarare 4n enbart pa analys av det matematiska innehallet eller enbart pa en allmindidaktisk

analys.

Didaktisk &mnesanalys — skala, forstoring och forminskning

I det centrala innehallet f6r ak 1 — 3 ingér skala vid enkel férstoring och férminskning. Men
for att verkligen fOrstd begreppet skala krivs att man forst har begreppen kongruens och
likformighet klara f6r sig. Enklast dr att beskriva tva geometriska objekt i planet som kon-
gruenta om det ena objektet kan flyttas, glidas eller speglas, sd att det helt ticker det andra
objektet. Vill man kan man hir tinka sig en sadan forflyttning i (hégst) tre steg: en parallell-
torflyttning dér varje punkt i det ursprungliga objektet forflyttas en given stricka lings pa-
rallella linjer, f6ljd av en rotation och en spegling. Sddana fo6rflyttningar brukar man kalla £6r
isometriska transformationer. De bevarar vinklar och lingder inom figuren.
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Figur 6. En isometrisk transformation. Den bl figuren har parallellforflyttats (gul). Den gula har

roterats kring A (grén). Den grona har speglats i L (r6d). Den bla, den gula, den gréna och den réda

figuren ér alla kongruenta.

Isometriska transformationer, eller isometriska forflyttningar, kan enkelt illustreras i klass-
rummet genom att du klipper ut figurer i papp och tillsammans med eleverna underséker
om dessa kan eller inte kan fds att 6verlappa. Figurer som dr kongruenta kan fis att 6ver-
lappa, medan de som inte 4r det inte kan fés att 6verlappa. Man kan ligga mirke till att
glidning och rotation ockséd bevarar orientering — exempelvis kommer en rektangel dér hor-
nen numreras som en klocka i hégervarv att fortfarande vara numrerad 1 hégervarv efter en
glidning eller en rotation. Vid spegling byts diremot orienteringen, dven om lingder och
vinklar bevaras.

Att forsta begreppen isometrisk transformation och kongruens dr en forutsittning for att
forstd begreppet skalning. Det innebdr inte att du anvinder den matematiska terminologin i
din undervisning, men att du behdver ge eleverna méjlighet att forstd att den hir typen av
transformationer bevarar en figurs form. Forstar eleverna fenomenet, kan de senare ta till
sig den matematiska terminologin. Din undervisning ska ge eleverna méjlighet att f6rsta
konstans av vinklar och lingder, vilket ocksa ligger till grund f6r deras forstaelse av kon-
stans av area.

Det finns flera aktiviteter som du kan gora i klassrummet. Den kanske enklaste dr att un-
derséka om givna utklippta former dr kongruenta pa det sitt vi beskrev ovan. Nista steg
kan vara att eleverna sjilva ritar eller klipper ut figurer sd att de blir kongruenta med givna
forlagor.

Om man, i stillet for att glida ett objekt lings parallella linjer, flyttar varje punkt i objektet
lings linjer som har en skirningspunkt, uppstir en transformation som fortfarande bevarar
vinklar, men som inte bevarar lingder. Detta astadkoms formellt genom att du férst viljer
en punkt P utanf6r en given figur (Se figur 7 nedan). Dra sedan linjen QP, f&r varje punkt
Q i din figur, och markera en punkt R pa QP exempelvis pd avstindet en tredjedel av QP
fran P. Resultatet blir d4 en figur som ir likformig med den ursprungliga, men som ir en
tredjedel sd stor. Du har dd férminskat figuren i skala 1:3, det vill sdga 3 lingdenheter (ex-
empelvis cm) i din ursprungliga figur svarar mot 1 lingdenhet i den mindre figuren. I Figur

Att undervisa i 8k 1 - 3 utifr&n en didaktisk &mnesanalys november 2015
http://matematiklyftet.skolverket.se 79



Skolverket

7 dr den roda figuren en f6rminskning av den bla i skala 1:3 och den bla figuren ér en f6r-
storing av den r6da i skala 3:1.

Figur 7. Férminskning i skala 1:3. Den bla och den réda figuren ar likformiga.

Denna avbildning ar alltsa inte isometrisk — den bevarar inte lingder — men den bevarar
vinklar. Exempelvis kommer parallella linjer i din ursprungliga figur att avbildas pa parallella
linjer 1 bildfiguren.

Begreppet skalning eller skala forutsitter didaktiskt begreppet likformighet. Det dr ddrmed
naturligt att i undervisningen forst behandla begreppet kongruens via isometriska trans-
formationer (dven om termen inte anvinds i klassrummet), ddrefter behandla likformighet
och till sist undervisa om skala. I "Didaktisk imnesanalys — undervisningsidéer" ger vi ett
exempel pd hur du kan undervisa om skalning i form av enkel f6rdubbling. I exemplet £61-
utsitts att eleverna har en forférstaelse av begreppet likformighet i form av att de kan rita
av en given bild. Men det forutsitts inte att de har begreppet likformighet sprakligt klart f6r
sig. Hir ricker det alltsa att de nér det giller just detta begrepp befinner sig pa den férsta
van Hiele-nivin.

Matematiskt sett blir analysen av likformighet en annan. Att tva figurer ir likformiga, inne-
bir dé att det gir att avbilda den ena pd den andra genom en kombination av férstoring
eller f6rminskning som ovan, parallellfrflyttningar, rotationer och speglingar. Vill man, kan
man hir se isometriska forflyttningar lings parallella linjer som specialfall av skalning, déir
man tinker sig fokuspunkten for skalningen, punkten P i figur 8, placerad odndligt lingt
bort. Den matematiska analysen av dessa begrepp och deras inb6rdes samband sammanfall-
ler alltsd inte med den didaktiska amnesanalysen.

Avslutande kommentarer

Innehallet i skolans geometri omfattar, enligt Lgrl1, geometriska begrepp och deras inb6r-
des samband. Detta ldgger fokus pa konceptuellt lirande varfér du som ett led i din plane-
ring behéver gora en didaktisk analys av det omrade du ska behandla i din undervisning. En
sadan analys ger dig ett slags karta 6ver matematiken du ska behandla i klassrummet i ter-
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mer av i vilken ordning olika begrepp kan introduceras, vilka férkunskaper som férutsitts.
Forst direfter kan du bestimma i vilken ordning olika begtepp ska introduceras och hur du
kan behandla dem i undervisningen. I del 2 tillimpar vi den didaktiska dmnesanalysen i
anslutning till bedémning. Med ett diagnosverktyg som Diamant kan du skapa dig en upp-
fattning om vad som eventuellt beh6ver repeteras infor ett nytt avsnitt. Via de struktur-
scheman som finns i materialet, kan du ocksd géra dig en bild av hur olika begtepp beror av
varandra. Du kan d4 strukturera dina egna dmneskunskaper inom omradet. I klassrummet
ir det viktigt att du ger utrymme f6r och frimjar matematiskt samtal bade gruppvis och i
helklass. Att undervisa mot konceptuell férstdelse kriver, precis som sprakundervisning, att
undervisningen ger eleverna tillfille till Gvning 1 att anvinda terminologin och att kommu-
nicera sina begreppsbilder. Vartje elev maste ges upprepade mojligheter att jimfora sin egen
begreppsforstielse, sina egna begreppsbilder, med sina kamraters och med lirarens. Du
kommer att lisa metr om kommunikation av matematik i delarna 4 och 8.

Att undervisa i &k 1 - 3 utifrdn en didaktisk &mnesanalys november 2015
http://matematiklyftet.skolverket.se 9(9)



