Skolverket

Modul: Algebra
Del 5: Algebra och programmering som sprak

Likhetstecknets innebord

Foljande av Gorel Sterner (2012) 6versatta och bearbetade text bygger pa boken: Carpenter,
T. P., Franke, M. L. & Levi, L. (2003). Thinking mathematically. Integrating arithmetic & algebra in
elementary school. Portsmouth: Heinemann

Originalartikel frin modul, Taluppfattning och tals anvindning, ak 1-3.
Elever i dk 1 — 6 fick foljande uppgitt:
8+4=0+5

Tva vanliga svar var 12 och 17. Mindre 4n 10 % i nagon arskurs gav det korrekta svaret 7
och resultaten 1 4k 6 var till och med nagot simre dn i Gvriga arskurser. Detta tyder pd att
manga elever bir pa allvarliga missuppfattningar om likhetstecknets inneb6rd. De saknar
ofta en djupare forstaelse for att likhetstecknet betecknar relationen mellan tva ekvationer,
eller mellan tva tal. En vanlig tolkning dr att likhetstecknet dr en uppmaning att utféra en
berdkning, ungefir som minirdknaren gér ndr vi trycker pa symbolen f6r likhetstecknet.
Denna missuppfattning begrinsar elevernas mojligheter att lira sig basala aritmetiska idéer
med f&rstielse, deras férméga att representera och anvinda dessa idéer och skapar problem

i motet med algebra.

Missuppfattningar — nagra elevexempel
8+4=0+5

Elev A:

- Det ar 12.

- Hur vet du att det 4r 12?

- For att det ar svaret. Jag riknade 8, 9, 10, 11, 12.

- Vad tinker du om 5:an som stir ddr?

- Den ir bara dir. Den har ingenting att géra med 8 och 4. Den betyder ingenting. De
kanske bara har tagit med den for att forvirra. Ibland sitter var lirare in extra tal nar vi l6ser

problem f6r att vi ska tinka pa vad vi ska addera och subtrahera.

Elev B:

- Det ar 17.

- Hur kom du fram till det?

- Diirfor att jag vet att 8 + 4 dr 12 och 5 till 4r 17.

- Varfor adderade du de talen?

- For att plustecknet betyder att man ska addera.

- Men 8 + 4 star pa ena sidan av likhetstecknet och 5 pa den andra sidan?

- Ja, men man maste addera alla tal. Det dr det som det betyder.
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Elev C:

- Skriver 12 i den tomma rutan och skriver sedan 17 efter 5:an 8 + 4 =12+ 5 =17).
- Beritta hur du gjorde.

- Jag lade thop 8 + 4 som dr 12 och sedan maste jag ldgga till 5 och dé blev det 17.

- Ar 8 + 4 lika med 12 + 5?

-8 + 4 dr 12 och man lagger till 5 f6r att fa 17.

Elevernas metoder for att skapa mening och forstaelse f6r uppgiften och dess 16sning var
inte slumpmassiga. De férsokte dra nytta av de erfarenheter de hade av att 16sa additions-
och subtraktionsuppgifter. I de flesta uppgifter som eleverna hade 16st tidigare, kom svaret
alltid direkt efter likhetstecknet. De generaliserade utifran dessa erfarenheter och uppfattade
att en “’regel” fOr att 16sa den hir typen av uppgifter var att svaret kommer direkt efter
likhetstecknet. Samtliga elever i exemplen ovan tolkade likhetstecknet som en uppmaning
att utféra en operation och att svaret skulle skrivas till héger om likhetstecknet. Elev C gav
uttryck f6r en uppfattning som innebar att likhetstecknet egentligen var irrelevant i

sammanhanget.

Likhetstecknet representerar en relation mellan tva tal — nagra

elevexempel
8+4=0+5

Elev D (efter viss tvekan):

- Det dr 7.

- Hur vet du det?

- 8 + 4 dr 12. D4 miste jag tinka ut vad som ska adderas till 5 f6r att fa 12. Jag riknade ut
att det ar 7.

- Varfor riknade du ut vad som ska adderas till 5 for att fa 12?

- For att jag hade 12 pa den hir sidan (pekar till vinster om likhetstecknet) och da maste jag
ha 12 pd den andra sidan ocksa.

- Nagra elever har sagt att det ska std 12 1 den tomma rutan. Hur ser du pa det?

- Det ir fel. Tolv och 5, det skulle bli 17 och det 4r inte lika med 12. Bida sidor maste vara
lika.

Elev E (svarar snabbt):

- Det dr 7.

- Hur vet du det?

- Jag sag att 5 var ett mer 4n 4 sd talet i den tomma rutan mdste vara ett mindre dn 8. S4 det
ar 7.

- Intressant. Vi prévar en annan uppgift. 57 + 86 = 0 + 84

- Det ir latt. Femtionio.

- Det var snabbt!

- Ja, det ér precis som den férra uppgiften. Det dr tvd mer eftersom 84 dr tva firre.
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Bada eleverna uppfattade likhetstecknet som uttryck f6r en relation mellan tal. Elev D
riknade ut summan pa ekvationens vinstra sida och fann det tal som adderat till 5 skulle ge
detta tal. Elev E sokte efter relationer, bide mellan ekvationens tvd sidor och mellan de
ingaende talen, vilket gjorde det onddigt att utféra nigon beridkning. Foérmaga att reflektera
over relationer mellan matematiska uttryck som i exemplet med E, ir kritisk for elevers
mojligheter att tinka mer generellt kring aritmetik och f6r att utvidga sitt aritmetiska
kunnande till algebra.

Utveckling av elevers forestéllningar om likhetstecknet

Ett fruktbart sitt att hjilpa elever att utveckla forstaelse for likhetstecknets innebord och
anvindning dr att utmana deras befintliga uppfattningar. Det kan vi gbra genom att
engagera eleverna i diskussioner om l6sningar pa problem och uppgifter dir olika
uppfattningar om likhetstecknet uppdagas. I dessa diskussioner kan vi uppmuntra och
stodja eleverna att tydligt formulera sina uppfattningar om likhetstecknet inneb6rd och hur
det kan anvindas, sd att de sjdlva och kamraterna kan f6rsta de olika perspektiv som finns
representerade i klassen. For att elever ska utveckla djupare forstielse f6r hur vi anvinder
likhetstecknet, dr det nédvindigt att de blir medvetna om vilka uppfattningar som
térekommer och vilket st6d som finns f6r dessa uppfattningar.

Ett syfte med diskussionerna ir alltsa att synliggdra elevernas uppfattningar om innebérden
av likhetstecknet men utgér samtidigt ett viktigt steg i att utveckla sitt att tinka och samtala
som stodjer principerna for algebraiska resonemang. Nir vi uppmuntrar elever att 16sa
uppgifter och att diskutera alternativa forestillningar och anvindning av likhetstecknet,
forsitter vi eleverna i en situation dir de behdver formulera matematiska principer som ofta
limnas implicita. De méste motivera de principer som de sjilva foreslar pé ett sitt som

Overtygar andra, och de maste uppticka och 16sa motstridiga antaganden och slutsatser.

Att valja uppgift

I vér strivan att engagera eleverna i diskussioner och att utmana deras uppfattningar ir valet
av specifika uppgifter av kritisk betydelse. Limpligt valda uppgifter kan vara en
utgiangspunkt for att:

*  uppmuntra eleverna att formulera sina idéer 1 ord

*  utmana clevernas uppfattningar genom att variera uppgifterna sd att de tvingas
att underséka och préva om deras uppfattningar haller

*  synliggbra elevernas tinkande

Sanna och falska utsagor

Vid introduktion av sanna och falska utsagor dr det ofta enklast att ge ett exempel och lita
eleverna avgbra om péstiendet dr sant eller inte sant, det vill sidga falskt. Det kan vara en bra
idé att borja med ett pastiende som innebir relativt enkla berdkningar med en enda siffra
till hoger om likhetstecknet, men det 4r inte alltid nédvindigt. Ofta uppfattar eleverna
snabbt de kritiska aspekterna i samband med klassrumsdiskussioner om sanna och falska

utsagor:
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Liraren: Ar detta pistiende sant eller falskt: 8 — 5 = 3?

Elev: Det ir sant.

Liraren: Hur vet vi att det ar sant?

Elev: Eftersom 8 minus 5 dr 3. Om jag t ex har 8 karameller och dter upp 5 s har
jag 3 karameller kvar.

Liraren: Ar detta pastiende sant eller falskt: 3 x 4 = 15?

Elev: Det dr falskt. 3 x 4 4r 12 och 12 ir inte 4r lika med 15.

Liararen: 587 + 468 = 900, sant eller falskt?

Elev: Det ar falskt.

Liraren: Hur vet vi det?

Elev: 500 + 400 ir lika med 900. Men vi har 87 + 68 ocksa sa 587 + 468 miste
vara mer an 900. Alltsd maste det vara falskt.

Liraren: 587 + 468 = 1055, sant eller falskt?

Elev: Sant. Jag startade pa 900 och riknade ut resten i huvudet. 80 + 60 dr 140.

8 + 7 dr 15 och 900 + 155 4r 1055.

Den hir typen av uppgifter dir svaret avges direkt till héger om likhetstecknet dr eleverna
vana vid. Nir de dr fértrogna med att resonera om sanna och falska utsagor kan vi
uppmuntra dem att préva sina uppfattningar om likhetstecknets inneb6rd ytterligare.
Genom att variera formen fOr sanna och falska utsagor kan vi lyfta fram olika perspektiv pa
likhet och utmana elevernas uppfattningar av hur likhetstecknet anvinds. Exemplen nedan
handlar om addition men utsagor med samma struktur kan forstas anvindas for samtliga

raknesitt.
2.3+5=8
b.8=3+5
c.8=8
d.3+5=3+5
e3+5=5+3
£.3+5=4+4

De flesta elever hiller férmodligen med om att den fOrsta utsagan 4r sann men nagra ir
kanske inte lika sdkra pd den andra utsagan. Genom att uppmuntra eleverna att engagera sig
1 en diskussion om hur @ och 4 skiljer sig 4t kan vi hjdlpa dem att formulera sina
uppfattningar, vilka ligger till grund f6r att avgéra om en utsaga ir sann eller falsk. En del
elever kan sdga att det bara ska finnas ett enda tal till héger om likhetstecknet. I sa fall kan
utsaga ¢ uppmuntra eleverna att ytterligare diskutera sina antaganden. Om de hdvdar att det
enbart ar till vinster om likhetstecknet som det fir finnas tvd talkan 4, 3 + 5 =3 + 5, vara
utgingspunkt for att granska detta pastdende. Eleverna kan ofta motivera att3 +5=3+5
ir sant med att det 4r samma tal pa bdda sidor om likhetstecknet. Utsaga e ger ett ndgot
annorlunda perspektiv att tinka om detta pastiende. Genom att inkludera noll kan en del
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elever acceptera utsagor dir fler dn ett tal férekommer efter likhetstecknet. Begrunda
toljande utsagor:

a9+5=14 b.9+5=14+0
c.9+5=0+14 d.9+5=13+1

De flesta elever kommer att bedéma utsaga 2 som sant. Inledningsvis kan det vara littare
att acceptera utsaga b in J som sant. I 4 foljer svaret pa 9 + 5 direkt efter likhetstecknet och
de flesta elever kinner till effekten av att ldgga till noll. En del elever som inte skulle
acceptera utsaga 4 som sann, kan diremot acceptera 4 som sann. Detta Sppnar f6r
resonemang om att ha mer dn en enda siffra efter likhetstecknet. Utsaga ¢ erbjuder
ytterligare en utmaning. Svaret visas inte lingre direkt efter likhetstecknet, men den enda
skillnaden mellan utsaga & och ¢ ir att ordningen mellan talen har dndrats. Troligtvis dr
eleverna medvetna om att ordningen mellan de tal de adderar inte paverkar svaret. I annat
fall bor det bli féremal for diskussion.

En jaimférelse mellan utsaga & och ¢ kan ytterligare tydliggéra vilka regler som ligger till
grund for elevernas anvindning av likhetstecknet. Om de accepterar utsaga @, & och ¢ som
sant, har manga av anledningarna till varfor de inte skulle acceptera utsaga 4 som sant redan
eliminerats. Detta kan resultera i en fruktbar diskussion om nédvindigheten att tillimpa
reglerna konsekvent.

Oppna utsagor kan varieras for att illustrera samma idé pa ménga sitt. Frigan ir "Vilket tal
kan du skriva i den tomma rutan for att géra utsagan sann?” Detta sitt att tala om Sppna
utsagor ger en koppling mellan sanna/falska och 6ppna utsagor. Foljande 6ppna utsagor
svarar mot de tidigare uppgifterna med sanna och falska utsagor.

3+5=nD
8§=3+0O
§=0o
3+45=0+5
3+5=0+3
3+5=o0+4
3+o0=38
o=3+5

Att uppmédrksamma

Vi har funnit att eleverna ibland ger olika svar beroende pd om de ska bedéma sanna och
falska utsagor respektive 6ppna utsagor. Vissa elever som verkat ha forstitt att
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likhetstecknet representerar en relation, dtergar till att berdkna summan av talen till vinster
om likhetstecknet om de i allt 61 stor utstrickning far arbeta med uppgifter dir svaret ges
direkt till héger om likhetstecknet. Eleverna behéver kontinuerliga erfarenheter som kan
utmana dem att tinka kring likhetstecknet som uttryck for en relation. Fragan dr: "Vilket tal
kan du skriva i den tomma rutan for att gora utsagan sann?" Det kan finnas manga forslag
pa olika tal men bara ett gor att utsagan faktiskt dr sann. Genom detta sitt att resonera kan
vi synliggéra en link mellan sanna/falska respektive 6ppna utsagot.

Kommunikation och samspel i klassrummet

Genom att vilja limpliga uppgifter kan vi skapa en kontext dir elever uppmuntras att
granska och préva sina uppfattningar om likhetstecknets inneb6érd. Diskussioner om
matematiska idéer och hur dessa diskussioner fors, dr av kritisk betydelse f6r all
undervisning i matematik. Malet dr inte bara att eleverna ska utveckla relevanta
torestillningar om anvindningen av likhetstecknet. Lika viktigt dr att engagera dem i
konstruktiva matematiska resonemang. Att diskutera alternativa uppfattningar om
innebdrden av likhetstecknet kan utmana eleverna att undersdka och testa de
bevekelsegrunder som motiverar deras pastdenden. "Varfér tror du att du inte kan skriva
utsagor pa det sittet?” Att skapa en undervisning som bidrar till att eleverna férstar den
accepterade anvindningen av likhetstecknet ér ett fOrsta steg i att hjdlpa dem att géra
generaliseringar om matematik. Vi vill att eleverna ska inse att det férekommer olika
uppfattningar i klassen och att alla uppfattningar inte kan vara korrekta. Fragan dr ju inte
bara att rikna ut vad som 4r ritt svar pd en uppgift, utan att eleverna utvecklar forstaelse for
vad som kan vara kritiska skillnader mellan olika uppfattningar.

Anvéndning av likhetstecknet — en konvention

I vér strivan att hjilpa elever att utveckla forstdelse for att likhetstecknet uttrycker en
relation, bor vi komma ihig att det sitt som vi anvinder likhetstecknet pa grundar sig en
overenskommelse eller en konvention. Att vi kan byta ordning mellan de ingiende talen i
en addition t ex 6 + 5= 5 + 6 4r inte en konvention. Det dr en egenskap hos talen som gor
att vi kan hantera dem pa ett visst sitt. Men det gar inte att bevisa att likhetstecknet
representerar en relation, lika lite som det att det 4r en uppmaning att géra nagot med de
ingiende talen. Men genom att uppmuntra eleverna att motivera sina stindpunkter, t ex
varfOr de anser att ett matematiskt uttryck inte kan skrivas pa ett visst sitt, kan vi 6ppna
dorren f6r nya insikter om vad som bygger pa konventioner och vad som é4r matematiska
egenskaper.

Riktmérken (Benchmarks)

Elever gir inte nédvindigtvis igenom en sekvens av distinkta faser dd de utvecklar sina
uppfattningar om likhetstecknet och man bér inte anta att alla elever f6ljer samma
utvecklingsging for att f6rstd hur likhetstecknet anvinds. Det finns dock nédgra riktmirken,
som i tidigare texter bendmndes delar av innehdllet som dr nédvindiga att eleverna ska
torsta dvs kritiska aspekter, f6r undervisningen att ta hinsyn till.

1. Att fa elever att uttrycka sig specifikt om vad de tror att likhetstecknet betyder, ir ett
forsta steg for att de ska kunna férindra sina uppfattningar. Om eleverna ska kunna
jamfora och kontrastera olika uppfattningar, maste de ha klart £f6r sig vad deras egna
torestillningar dr. De behover fi andra utmaningar dn att bara jimféra svar pd en
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uppgift som 8 + 4 =0 + 5. Vissa elever kan siga att likhetstecknet maste féregas av
tva tal som sammanbinds med ett plus eller ett minus och sedan f6ljas av svaret (vilket
resulterar i 12 1 uppgiften ovan). Andra kan siga att man méste anvinda alla ingdende
tal (vilket resulterar i svaret 17). Aven om ingen av dessa uppfattningar ir korrekta si
ir det ett framsteg att de blir tydligt formulerade bade f6r liraren och f6r eleverna
sjdlva. Det ger en god grund for fortsatta utmaningar.

2. Det andra riktmirket handlar om att eleven accepterar ndgra matematiska uttryck som
sanna, som inte har formena +b =c. Detkanvara8=5+3,8 =8,3+5=8+0
eller3+5=3+5.

3. Det tredje riktmirket innebir att eleven uppfattar att likhetstecknet betecknar en
relation mellan tva ekvivalenta tal. I den hir fasen jaimfor eleverna talen till vinster och

héger om likhetstecknet genom att berikna bada sidorna.

4. Det fjirde riktmirket uppnas nir eleverna kan jimféra de matematiska uttrycken utan

att utféra berdkningar.

Dessa riktmirken ér en guide. Alla elever i en viss klass kommer inte att uppna dessa
samtidigt och alla elever kommer inte heller att f6lja denna utvecklingsging exakt.
Vissa elever anvinder ett relationellt tinkande som kidnnetecknar riktmirke 4 redan i
den inledande undervisningen om att likhetstecknet representerar en relation mellan
tal. I de tidiga drskurserna kommer variationen av uppfattningar vara stor under tiden
som eleverna strivar efter att utveckla djup forstaelse f6r anvindningen av
likhetstecknet.

Exempel pa fragor for ldrare att reflektera éver
1. Vilka olika svar kan elever ge till f6ljande uppgift?

9+7=0+8

2. Vartor bad liraren elev E att 16sa uppgiften 57 + 86 = O + 84 efter att eleven hade 16st
en uppgift med mindre tal? Finns det nigra andra fragor som du skulle ha stillt till elev E
eller nagon annan elev som dr beskriven 1 texten ovan, for att battre forsta deras

uppfattningar om betydelsen av likhetstecknet och relationen mellan numeriska uttryck?

3. Finns det specifika faktorer i undervisningen/lektionerna som verkar ha sirskilda effekter
nar det giller att forindra/utveckla elevernas uppfattningar om betydelsen av
likhetstecknet?
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